Dwustronne przeksztatcenie
(transformacja) Z

Przeksztatcenie proste — szereg Laurent’a

— kontur w obszarze zbieznosci (ROC) obejmujacy
poczatek uktadu wspoéirzednych.

Notacja .Xf[?l]@ X(Z)



Wz6r na przeksztalcenie odwrotne wyprowadza
sie za pomoca wzoru catkowego Cauchy’ego

gdzie prawa strona to impuls jednostkowy zwany delta
Kroneckera.



Dwustronne przeksztailcenie Z sprowadza sie do
jednostronnego przeksztatcenia Z:

jezeli dla n<O0f

Transformata Z nie dla kazdego ciagu E4Edl] jest zbiezna, tzn.
suma nieskonczonego szeregu Laurent’a nie zawsze jest
skonczona dla wszystkich wartosci zmiennej z.

Zbior wartosci z, dla ktorych Z-transformata jest zbiezna
nazywamy obszarem zbieznosci (ROC - region of
convergence). Warunkiem zbieznosci jest bezwzgledna

sumowalnos¢ ciagu RARFAM co zapisujemy

gizie PRSI




Zmienna zespolona z w postaci biegunowej ma
nastepujacy interpretacje na ptaszczyznie zespolonej. Jest to
wektor o dtugosci [Ali kacie :

A




Przyktad.

Ciag (skok jednostkowy) HERE u[n]é{lo’ " :n0<’1(’)

nie jest bezwzglednie sumowalny, ale ciag

jest bezwzglednie sumowalny gdy . Oznacza

to, ze istnieje transformata Z skoku jednostkowego i
wynosi

pod warunkiem, ze BN, a obszarem zbieznosci
jest , tj. zewnetrze okregu jednostkowego.



Rozklad zer i biegunow Z-
transformaty ciggu

uln]




Do najbardziej uzytecznych i waznych transformat Z nalezg
te, dla ktérych jest funkcja wymierna w obszarze
zbieznosci:

gdzie i to wielomiany zmiennej z. Wartosci z,
dla ktorych REEAELY nazywamy zerami, a wartosci z, dla
ktorych p€F4E ey nazywamy biegunami. Zera to miejsca
zerowe Jg§4] a bieguny to miejsca zerowe . Oprécz
tego moga wystapi¢ bieguny dla i . Dla
wymiernych transformat Z istnieja wazne zwiazki pomiedzy
potozeniem biegunéw E{#3], a ROC transformaty Z.

Podsumowujac: Transformata lacznie z obszarem
zbieznosci (ROC) stanowi unikatowa reprezentacije ciagu :



Wyrézniamy 6 obszaréw zbieznosci dla wymiernej E€63) .

A.
1.

Sygnaty o skonczonym czasie trwania.

Prawostronny (przyczynowy). ROC to cata ptaszczyzna z za
wyjatkiem :

Lewostronny (antyprzyczynowy). ROC to cata ptaszczyzna z
za wyjatkiem :

Dwustronny (nieprzyczynowy). ROC to cata ptaszczyzna z
za wyjatkiem i .

Sygnaty o nieskonczonym czasie trwania.

Prawostronny (przyczynowy). ROC to obszar , czyli
zewnetrze okregu o promieniu :

Lewostronny (antyprzyczynowy). ROC to obszar ,
czyli wnetrze okregu o promieniu k& .

Dwustronny (nieprzyczynowy). ROC to obszar ,
czyli pierscien o promieniu wewnetrznym k8 i zewnetrznym
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Generalnie;

1.
2.

ROC nie zawiera biegunow.

ROC ciggu prawostronnego (przyczynowego) rozcigga sie na
zewnatrz najbardziej zewnetrznego bieguna E4&] do
nieskonczonosci.

ROC ciggu lewostronnego (antyprzyczynowego) rozcigga sie do
wewnatrz od najbardziej wewnetrznego bieguna do zera.

ROC ciggu dwustronnego jest pierscieniem ograniczonym
wewnetrznie i zewnetrznie przez bieguny. Ten pierscien nie
zawiera biegunow.



Przyktady.

1

z<all —az ™

KONKLUZJA. Dwa rézne ciggi, ta sama transformata, lecz rézne
obszary zbieznosci.



Przyktad.

Oblicz transformate Z sygnatu x|n].



Rozwiazanie. Ze wzoru Eulera na cos()

Poniewaz (patrz tablice)

oraz




to tu, dia

_d S| z(1+)) Z(l J) S z(2z— 1)
P 1 ﬁ .

Z_]2 Z+]2

>_

A teraz prze¢wiczmy obliczanie transformaty odwrotnej.

Przyktad 2. Oblicz oryginat x[«], gdy dana jest transformata

X(Z):iz(2z—1)’ ‘>_

\/5 VA




Rozkladamy na utamki proste funkcje

X(z) 5 (2z-1)
V2 2

_I_i







Poszukiwany oryginat



Poniewaz

+ i

tj=e ?

to rowniez




Przyktad.

Oblicz Z-transformate sygnatu

Rozwiazanie.
Poniewaz




Przyktad.

Oblicz Z-transformate sygnatu

Rozwiazanie.

Poniewaz




Suma skonczonego postepu geometrycznego.

Postepem geometrycznym nazywamy taki ciag liczb

(zwanych wyrazami postepu), w ktorym kazda nastepnag liczbe otrzymuje sie z

poprzedniej przez pomnozenie jej przez okreslong liczbe [/Bzwana ilorazem
postepu), zakiada sie przy tym, ze o= 0 ] q * 1B Jezeli

postep nazywamy rosnacym, jezeli

Wzory na wyraz oqélny oraz na sume wyrazéw postepu geometrycznego
sq odpowiednio

B S =na,, gdy g=1F§

Dla sumy malejacego postepu geometrycznego dogodniej jest postugiwac sie

wzorem




Jezeli liczba wyrazéw malejacego postepu geometrycznego . wzrasta

nieograniczenie, to - , a . dazy do granicy:
n

(suma nieskonczenie malejacego postepu geometrycznego).



Transmitancja systemu DLS

(dyskretnego, liniowego, stacjonarnego)

x[n] — pobudzenie (sygnal wejsciowy)
y[n] — odpowiedz (sygnat wyjsciowy)
Zalozenie: zerowe warunki poczatkowe (zwp) — pamieci wyzerowane .

Transmitancja

Odpowiedz impulsowa

Hnl=Z""{H(z)]



Odpowiedz impulsowa, z definicji, to odpowiedz systemu DLS na
pobudzenie delta Kroneckera — impulsem jednostkowym
przy zwp.

Algorytm systemu DLS to réwnanie réznicowe wigzace
pobudzenie x[n] z odpowiedzia y[n]. ROwnowaznie opisuje
sie system DLS za pomoca schematu blokowego. Schemat
blokowy systemu DLS zawiera co najwyzej trzy rodzaje
elementéw: sumatory, elementy mnozace i elementy
pamieciowe, ktére opdzniaja przetwarzany sygnat o
catkowitg wielokrotnos¢ odstepu jego sasiednich prébek.




Przyktad.

Napisz algorytm i oblicz transmitancje i odpowiedz impulsowa
systemu DLS

Rozwigzanie.




Y(z)=X(2)+ %Z_IY(Z) — %2_2Y(z)

1

S 1
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Przyczynowosc i stabilnosc systemu DLS

System DLS jest przyczynowy (realizowalny w czasie
rzeczywistym) jezeli jego odpowiedz impulsowa i[n] =0 dla n <0.

System DLS jest przyczynowy i stabilny jezeli jego odpowiedz
impulsowa h[n] jest bezwzglednie sumowalna, tzn.

> |hn] < oo

11 =—00

System DLS jest przyczynowy i stabilny jezeli bieguny jego
transmitancji H(z) leza wewnatrz okregu jednostkowego, tzn. gdy dla



Minimalnofazowosc¢ systemu DLS

System DLS jest minimalnofazowy jezeli jest przyczynowy i
stabilny i ponadto jezeli zera jego transmitancji H(z) leza wewnatrz
okregu jednostkowego, tzn. gdy [FERSETEEN NN /E . Zatem
warunek minimalnofazowosci wymaga, by

Dla systemu mninimalnofazowego H(z) istnieje realizowalny
system odwrotny o transmitancji 1/ H(z) .

Sprawdz, Ze system DLS 7 poprzedniego przykladu jest
minimalnofazowy,

Mielismy

di|=1/2<1, |dy|=1/3<1

a wigc system jest minimalnofazowy.



Przyktad. System o transmitancji

jest przyczynowy, a zatem realizowalny w czasie
rzeczywistym, i stabilny.

Przyktadowe zastosowania systemow przyczynowych i
stabilnych, odwrotnych do systeméw minimalnofazowych:

predykcja liniowa i rozplot, np. w systemach
telekomunikacyjnych.



t gczenie systemow DLS

Potaczenie kaskadowe — szeregowe

hn]= h,[n]* hy[n] & H(z)= H,(2)H,(z)

Potaczenie rownolegte

hin]=h[n]+ hnl< H(z)=H,(z)+ H,(z2)

k atwo uogolniC powyzsze na wiekszg liczbe systemow.
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